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  ( مجموعات الأعداد( مجموعات الأعداد11

 

 .القيم الموجبة    ∞ ، ...3، 2، 1 الأعداد الطبيعية:

 عامل. 15.33 نصف عامل أومثال: عدد العمال هو عدد طبيعي، ولا يمكن القول مثلاً 

 

 ،  ∞... 3، 2، 1، 0، 1-، 2-، ...، ∞-والموجبة الأعداد الطبيعية السالبة  الأعداد الصحيحة:

 مثال: زيادة أو نقصان قطع في مستودع، قد يكون موجب )هناك زيادة( أو سالب )نقص(.

 مثال: الربح أو الخسارة مقدرة بالليرات السورية الصحيحة بدون كسور.

 

 الأعداد الكسرية:
b

a   حيثa ،b  أعداد صحيحة. 

ل.س أسابوعيا،، فا ن أجارل الياومي  ألا  22: إذا كاان أجار أحاد العااملين يعمال كامال الأسابوع هاو مثال
هو 

7

22000
 ل.س. 

 

. تشمل هذل الفئة من ، بين كل عددين هناك عدد ثالث∞+و  ∞-جميع الأعداد بين  الأعداد الحقيقية:
 .∞+ إلى ∞- من  (محورقيم موجه )مستعلى شكل  لالأعداد جميع المجموعات السابقة، وتمث

 

 

 ل.س. 15.65مثال: تكلفة تشغيل آلة في الساعة 

  

∞ -  0 ∞ +  



   Dr. Talal ABOUD                                                          4                                     SPU- Maths for Business            

  التوابع من الدرجة الأولىالتوابع من الدرجة الأولى( ( 22

 تعريف 2-1

baxxFالشااكل مااان  كثيااار حاادودهااو التااابع ماان الدرجاااة الأولااى  )( حيااث ، a, b ثابتاااة عااداد أ
  .غير معدوم a حقيقية و

في حين ، ويُمثل ظل الزاوية التي يصنعها الخط البياني مع محور السينات ابعبميل الت aيُدعى الثابت 
 أي نقطة تقاطع الخط البياني للتابع مع محور العينات. x=0عندما  F(x)قيمة  bيمثل الثابت 

 :أو موجب سالب F(x) التي تجعل x تعني تحديد قيمة المتحول F(x) إشارة كثير الحدود

00)(  baxxF 

وحيد هو  /جذريمثل معادلة من الدرجة الأولى لها حل
a

b
x  ،تكون إشارة F(x)  مخالفاة ششاارةa 

 بعد الجذر. aقبل الجذر وموافقة ششارة 

 ويكون الخط البياني للتابع من الدرجة الأولى على شكل خط مستقيم:
 
 
 
 
 
 
 

)(42 ةادرس إشار  (1مثال )  xxF 
F(x): 2عدم التي ت xحسب قيمة ن

2

4
42042)(  xxxxF 

x<2    أي من أجل  2أي سالب قبل الجذر  a=2مخالفة ششارة  F(x)إشارة  2,x 
x>2  أي من أجل  2أي موجب بعد الجذر  a=2وموافقة ششارة                    ,2x 

 
 

F(x) 

x 

b 
 α الزاوية

F(x) 

x 

b F(x) = b 
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xxF ادرس إشارة (2مثال ) 2)(  
)(F(x) :00202التي تعدم  xنحسب قيمة   xxxxF 

الصفر وموجب بعد الصفر، باختصار له نفس أي سالب قبل  a=0مخالفة ششارة  F(x)إشارة 
 . xإشارة 

 
 .2وميله يساوي  (5 ,1)أوجد المعادلة لمستقيم يمر بالنقطة  (3مثال )

baxxFإيجاد معادلة المستقيم  )( معادلة يعني إيجاد قيم ثوابت الa, b .  
 ، a = 2 : الميل

 2x1 = 5فاي المعادلاة فتصابح:  x = 5مان أجال  F(x) = 1نبادل قايم النقطاة : bحسااب قيماة 

+b    وبالتالي تحسب قيمةb  :b = 5-2 = 3 ، 
 . F(x) = 2 x + 3فتصبح معادلة المستقيم: 

 

 تطبيقات 2-2

 التكاليف الكلية. :(1تطبيق )

ل.س شهريا،، كما تبلغ تكلفة إنتاج الحذاء الواحد  2000تبلغ التكالي  الثابتة لأحد مصانع الأحذية 
 ل.س.  والمطلوب:  50

 .  C(x)، فما هي صيغة تابع التكالي  الكلية ولنرمز لها با xلنرمز لعدد القطع المنتجة با  .1
 .C(x)رسم الخطي البياني للتابع  .2

 الحل:

 * تكلفة القطعة الواحدة(التكالي  الكلية = التكالي  الثابتة + )عدد القطع  .1
  C(x) = 2000 + 50 xفتصبح صيغة تابع التكالي  الكلية:        

 .رسم نقطتين من التابع والوصل فيما بينها ي. رسم الخط البياني: أبسط طريقة ه2
  (2000 ,0)تكتب بشكل      C(x=0) = 2000فتصبح     x=0النقطة الأولى: لتكن 
 (2500 ,5)تكتب    C(x=5) = 2000 + 50 * 5 = 2500فتصبح   x=10النقطة الثانية: لتكن 
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 نلاحظ أن التابع يتزايد     

 ل.س  50أي بمعدل ثابت، 

 . xلكل واحدة إضافية من 

 

 

 

 

 

 
 : اهتلاك آلة.(2تطبيق )

 لكها بشكل خطي على عشر سنوات.أل  ل.س، ويسته 20اشترى أحد التجار آلة بقيمة 

 .xكتابع لسنوات الاستعمال  F(x)الآلة اهتلاك اكتب معادلة  (1

 .F(x) هتلاكرسم الخط البياني لتابع الا (2

 سنوات من الاستعمال. 4ما هي قيمة الآلة بعد  (3

 الحل:

 :xكتابع لسنوات الاستعمال  F(x)لآلة ااهتلاك ( معادلة تابع 1
2000وبالتالي قيمة الاهتلاك السنوية:   سنوات 10تستهلك الآلة على 

10

20000
 ل.س 

أي قسط الاهتلاك السنوي مضروبا،  x  :F(x) = 2000 xويُصبح الاهتلاك كتابع لعدد السنوات 
 .سنوات 10بعدد السنوات، وبالتالي تُهتلك الآلة كليا، بعد 

 

 ثم الوصل بينهما. ( رسم الخط البياني: يكفي تحديد نقطتين من الخط البياني2
  (2000 ,1): النقطة  F(1) = 2000فيكون  x = 1لنأخذ النقطة الأولى من أجل 
  (10.000 ,5): النقطة  F(5) = 10.000فيكون  x = 5لنأخذ النقطة الثانية من أجل 

2 4 6 8 10 12 

500 

1000 

1500 

2000 

2500 

3000 

 التكاليف الكلية 

C(x) 

 عدد القطع

x 

(0, 2000) 

(0, 2500) 

C(x) = 200 + 50 x 
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 سنوات من الاستعمال: 4( قيمة الآلة بعد 3

 F(4) = 2000 x 4 = 8000الاهتلاك خلال السنوات الأربعة يساوي: 
 ل.س. 12000 = 8000 – 20000ويصبح قيمة الآلة بعد طرح قيمة الاهتلاكات:  

 
 : تكاليف الطباعة.(3تطبيق )

ل.س إذا كاان عادد النسا   50يقدر أحد الناشرين تكلفة طباعة النسخة الواحدة من أحد الكتاب بحاوالي 
 1000إذا تجاوز عدد النسخة المطبوعة ل.س  40نسخة، وتتناقص إلى  1000المطبوعة لا يتجاوز 
 نسخة. والمطلوب:

 .xبدلالة عدد النس   F(x)ما هو تابع تكلفة الطباعة  (1

 رسم الخط البياني للتابع. (2

 الحل:

 :كما يلي xصيغتان حسب قيم  F(x)تابع الطباعة يأخذ ( 1

 F(x) = 50 xيأخذ التابع الشكل    1000xإذا كان 

  F(x) = 40 xيأخذ التابع الشكل   x > 1000إذا كان 

 

 

1 2 3 4 5 6 

2000 

4000 

6000 

8000 

10000 

12000 

 الاهتلاك

F(x) 

سنوات 

 مالالاستع

x 

(1, 2000) 

(5, 10000) 

F(x) = 2000 x 
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 مستمر عن النقطة  نلاحظ أن التابع غير ( الخط البياني للتابع:2
x = 1000  40إلى  50وذلك بسبب تغير الميل من. 

 
 
 
 
 

 تكلفة الطباعة

 F(x)ل.س   فأل

200 400 600 800 1000 1200 

10000 

20000 

30000 

40000 

50000 

60000 

 عدد النسخ

x (0, 0) 

(10, 50000) 

F(x)   = 50 x 

1400 

F(x) = 40 x 



   Dr. Talal ABOUD                                                          9                                     SPU- Maths for Business            

  الدرجة الثانيةالدرجة الثانية  منمن  حدودحدودالال  اتاتكثير كثير   --33

 من الدرجة الثانية دراسة إشارة كثير الحدود 3-1

cbxaxxFالشكل  له  cba، حيث )(2 يمثال معادلاة مان ، غيار معادوم a أعداد حقيقياة و ,,
 ف ن كثير الحدود يصبح من الدرجة الأولى. a = 0 عندما يكونالدرجة الثانية. 

 ، ولذلك نقوم بما يلي:سالب أو موجب F(x) التي تجعل x تعني تحديد قيم F(x) دراسة إشارة
 F(x) = 0كمعادلة من الدرجة الثانية أي اعتبار كثير الحديد  (1

 (إن وجدت)إيجاد جذور المعادلة  (2

 بين الجذرين، وخارج الجذرين F(x)دراسة إشارة المقدار  (3

 وجذور المعادلة. F(x)وقيم كثير الحدود  xوضع جدول مساعد لتغيرات قيم  (4

  

)(00 كثير الحدود:معادلة نعدم  2  cbxaxxF 

acb المميزنحسب  42 ممكنةثلاث حالات  كنا، ه: 

 حقيقيان. جذرانللمعادلة   0الحالة الأولى: 

 مضاع . جذرللمعادلة  0الحالة الثانية: 

 .جذورليس للمعادلة  0الحالة الثالثة: 

 :تيالشكل الآنحسب جذرا المعادلة ب ،0 الحالة الأولى

a

b
x

a

b
x

22
21





 

 : aوخارج الجذرين موافق ششارة  aبين الجذرين مخال  ششارة  F(x) تكون إشارةفنضع جدول 
 2x

 
 1x  x 

  F(x) إشارة  aلإشارة  موايق a 0 لإشارة مخالف a 0 لإشارة موايق

: نحساااب الجاااذر المضااااع  0 الحالاااة الثانياااة
a2

b
x0  وتكاااون إشاااارة F(x)  قبااال وبعاااد

 .aالجذر موافقة ششارة 
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 . a، وتكون إشارته موافقة ششارة  F(x)ا لحقيقية لا يوجد جذور : 0الحالة الثالثة
 

3xx2)x(Fادرس إشارة المقدار  (1مثال ) 2  
 :الحل

1
)2(2

51

a2

b
x

5.1
)2(2

51

a2

b
x

0253)2(41ac4b

3c1b2a

03xx20)x(F

2

1

2

2





























 

 
 +1  -1.5  x 

أي  aموايق لإشارة 
 سالب

أي  aمخالف لإشارة  0
 موجب

أي  aموايق لإشارة  0
 سالب

  F(x) رةإشا 

من أجل قيم     ,15.1,x ف ن F(x)  ،يكون سالب تماما ، 

ومن أجل قيم  1,5.1x  ف ن F(X) ا، يكون موجب تمام. 
 

9x6x)x(F ادرس إشارة (2مثال ) 2  

 الحل:

3
2

6

a2

b
x

091436ac4b

9c6b1a

09x6x0)x(F

0

2

2












 

 +3  x 
 F(x) إشارة  أي موجب aموايق لإشارة  0 أي موجب aموايق لإشارة 
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1xx3)x(Fادرس إشارة  (3مثال ) 2  
 الحل:       

0111341ac4b

1c1b3a

01xx30)x(F

2

2









 

شارةيوجد جذور لحيث أن المميز سالب فلا   أي موجب دوما،. aتوافق إشارة  F(x) لمعادلة، وا 
 

 من الدرجة الثانية على شكل جداءوضع كثير حدود  3-2

cbxaxxF مااان الدرجاااة الثانيااااة الحاااادودإذا كاااان لكثيااار   ف نناااا نسااااتطيع  2xو 1xجاااذران )(2
)())((: ته على شكل جداءكتاب 21 xxxxaxF     

ذا كان له  2نكتبه على الشكل:  0xجذر مضاع وا 
0 )()( xxaxF  

 

2x2x4)x(Fالحدود ضع كثير  (1مثال ) 2  على شكل جداء. 

 :F(x) = 0نحسب جذور المعادلة 

5.0
)4(2

62

a2

b
x1

)4(2

62

a2

b
x

0362)4(44ac4b

2c2b4a

02x2x40)x(F

21

2

2


























 

5.0x)(1x(2)x(F( :جداءعل شكل  xF)(كتب وبالتالي ي  
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9x6x)x(F ضع كثير الحدود (2مثال ) 2  على شكل جداء 

 : F(x) = 0نحسب جذور المعادلة 

3
12

6

a2

b
x

091436ac4b

9c6b1a

09x6x0)x(F

0

2

2















     

3x()x(F(2شكل جداء:  ىعل F(x) كتبوبالتالي ي  

 

9x)x(Fضع كثير الحدود  (3مثال ) 2  على شكل جداء 

 : F(x) = 0نحسب جذور المعادلة 

3xOr3x9x

09x0)x(F

2

2



     

3x)(3x()x(F(شكل جداء:  ىعل F(x) كتبوبالتالي ي  

 

 :، منهالكتابة كثير الحدود على شكل جداءطرق أخرى هناك 

 إخراج عامل مشترك، أمثلة: أ( 

)3x(x
3

1
xx

3

1

)4x(xx4x

)2x(x3x6x3

2

2

2







 

 :المطابقات الشهيرةب( 

)ba)(ba(ba

bab2a)ba(

bab2a)ba(

22

222

222
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cbxxإذا كان لدينا كثير حدود من الشكل ، التحليل المباشرج(  2  نبحث عن عددين
 :ثلة، أم cوجداؤهما  bمجموعهما 

)5)(6(30

)1)(2(2

2

2





xxxx

xxxx 

 

 بشكل عامكثير الحدود سة إشارة دراخطوات  3-3

 تبع الخطوات الآتية:ن

من الدرجاة الأولاى أو مان جزئية  قسمة( كثيرات حدود على شكل جداء )أوكثير الحدود  وضع (1)
 ،والتي سبق أن تم دراستها الدرجة الثانية

 على حدة، رات الحدود الجزئيةكثي ة إشارة كل واحد منسادر   (2)

 في سطر مستقل، منهاوضع إشارة كل جدول و تنظيم   (3)

 .الجزئية ب جراء جداء )أو قسمة( إشارات كثيرات الحدود كثير الحدودتتحدد إشارة   (4)

 

x12x4x)x(Fكثير الحدود ادرس إشارة  (1)مثال  23  

 الحل:   

 ( نضع كثير الحدود بشكل جداء: 1

)2x)(6x(x)12x4x(xx12x4x 223  
2x()6x(x(كثيرات حدود جزئية:  3( هناك 2   ندرس إشارة كل منها 

 x = 0    ،x = -6     ،x = 2الجذور هي 

، ونتيجااة ضاارب اششااارات لنحصاال الحاادود الااثلاثإشااارات كثياارات جاادول نضااع فيااه  وضااع( 3
 :F(x)على إشارة كثير الحدود 
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 xقيم  ∞ - 6-  0  2 ∞ +

  xكثير الحدود  - - - 0 + + +
 x + 6كثير الحدود  - 0 + + + + +
 x - 2كثير الحدود  - - - 0 + + +

 F(x)إشارة  - 0 + 0 + + +

 ، وموجب بعد هذل القيمة. 6-أي أن كثير الحدود سالب قبل القيمة 

 

 غير محلولة تمارين 3-4

 المقادير الآتية:كل من ادرس إشارة 

1

2
)(

)12)(1()(

2

1
2)(

2

22










x

x
xR

xxxxP

xxF
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  المتراجحاتالمتراجحات  --44

  المتراجحة تعريف 4-1

),(حقيقيين  a, b كل مقارنة بينهي متراجحة ال ba  الشكل:بكتب تو 

ba    أوba  

 الأصغر، وبالتالي يمكن كتابة المتراجحة بالشكل: وقد تدخل المساواة أحيانا، مع الأكبر أو

ba    أوba  

  مثال:
2

1
2     ،     3.11   

 خواص المتراجحات 4-2

ba  المتراجحةلدينا  يكنل  :ف ن   

 المتراجحة: لا يغير اتجالإلى طرفي المتراجحة  cحقيقي إضافة عدد ( 1

ba    ف نcbca  

12مثال:  1112 إلى طرفي المتراجحة 1 ف ن إضافة   03 يعطي   

30  تصبحإلى طرفي المتراجحة  2- أو إضافة        

 لا يغير اتجال المتراجحة: c تماما،  وجبالضرب بعدد م (2

ba   ف نcbca ..  

25.5: مثال  225.52مثلا،  2العدد لنضرب الطرفين ب  411 تصبح   

بالعدد  أو الضرب       
2

175.2 فتصبح المتراجحة 1  

 يغير اتجال المتراجحة:  c تماما،  الضرب بعدد سالب (3

 ba   ف نcbca ..  
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14مثال:   4)1(14)1(1فتصبح  1- نضرب بالعدد    

نضرب بالعدد أو        
2

1
  فتصبح 

2

1
2  

 لهما نفس اششارة  يغير اتجال المتراجحة: a, b حيث a, b إن قلب العددين (4

ba    ف ن
b

1

a

1
  

12مثال:    1 رفينطال بتصبح بعد قل
2

1
      

dcbaبفرض   ،جمع المتراجحات (5 ,,,: 

dc

ba



   dbca 

  مثال:
31

02



   231)1(0)3(بالجمع  

dcbaبفرض  ،ضرب المتراجحات (6  :أعداد موجبة ,,,

dc

ba





   dbca .. 

  ثال:م
25

1
2

3



   الضرب عد ب 215
2

3
2

2

15 

 

 حل المتراجحات 4-3

 التي تحقق المتراجحة. x إن حل متراجحة يعني إيجاد قيم

1حل المتراجحة التالية  (1) مثال
3

1
x  

 خر:آبطر  والحدود الثابتة بطر   x نضع الحدود التي تحوي
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1
3

1
x       أو

3

4
x    

المجال:   أي أن القيم التي تحقق المتراجحة هي







 ,

3

4
x 

 

المكوناة للمتراجحاة، ولان تتجااوز فاي المقارر الحاالي بشكل عام قد نضطر لدراسة إشارة كثيرات الحدود 
 من الدرجة الأولى أو من الدرجة الثانية.كثيرات الحدود 

 

4x2xحل المتراجحة التالية  (2) ثالم  

42xx    2 أوx2   1  أوx  

 :المجالأي أن القيم التي تحقق المتراجحة هي   ,1x 

 

حل المتراجحة  (3مثال )
4

1
x5x2   

4

1
5xx2     أو

4

21
x   

أي أن القيم التي تحقق المتراجحة هي :









4

21
,x 

 

x21x2x2حل المتراجحة  (4مثال )  

 ننقل جميع الحدود إلى طر  واحد وندرس إشارة كثير الحدود الناتج:

03xx

021xx2x

2

2



 

03xx2 نفرض  ونحلها كمعادلة: 

30.2
2

131
x30.1

2

131
x

013)3(141

21 
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 +1.30  -2.30  x 

  x  2x +-3 إشارة + + + 0 - - - 0 + + +

 

أي أن القيم التي تحقق المتراجحة هي :    ,30.130.2,x 
 

 غير محلولةتمارين  4-4

 حل المتراجحات الآتية:

2x1x3x

1x
4

1
x2

2x21x

5x21x2

2

2









                

1
1x4x2

1x

0)1x)(4x3x(

2
xx

1x

2

2

2
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  المتتاليات العدديةالمتتاليات العددية  --55

  التطبيق 5-1

  .F من مجموعة y وعنصر E من مجموعة x تربط بين عنصر f علاقةهو 

 تطبيق بالشكل:نرمز لل المستقر. F المنطلق ونسمي Eنسمي 
 

)x(fyx

FE:f




 

 
 

يمكاان أن يكااون ولكاان  ،ماان المنطلااق xماان المسااتقر صااورة لعنصاار  y أن كاال عنصاار ةالضاارور بلاايس 
 من المنطلق. xمن المستقر صورة لأكثر من عنصر  y عنصر

 

  :  التطبيقلدينا ، ليكن (1) مثال
2x2)x(fyx:f

:f




 

2x2)x(f. أما قاعدة الربط فهيF والمستقر هو E المنطلق هو  . 









2

1
)

2

1
.(2)

2

1
(f

0)0.(2)0(f

2)1.(2)1(f

2)1.(2)1(f

2

2

2

2

 

 من المنطلق.  1-، 1+من المستقر هو صورة لعنصرين  2 نلاحظ مما سبق أن العنصر

ياااث مثااال صاااورة لأي عنصااار مااان المنطلاااق حيمااان المساااتقر لا  5-بااانفس الوقااات نجاااد أن العنصااار 
5x2 2  ليس لها حل في . 

 

 

E F 

x 
y 

f 
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 المتتالية 5-2

مجموعاااة جزئياااة  ةأو أيااا  الحقيقياااة ومساااتقرل  N هاااي تطبياااق منطلقاااه مجموعاااة الأعاااداد الطبيعياااة
 شكل:نرمز للمتتالية بال منها.

nu)n(un

N:u



 

 .n الحد العام للمتتالية من المرتبة nuندعوو 

1n2u ، المتتالية (1) مثال 2
n  :وتأخذ قيمها كما يلي 

163u9n

...............

1u0n

9

0





 

الااذي  بدلالااة الحااد nu للمتتاليااة التعبياار عاان المتتاليااة بعلاقااة تدريجيااة حيااث نحسااب الحااد العااام يمكاان
1nu يسبقه . 

 

 كما يلي: xبدلالة عدد القطع المنتجة يوميا،  C(x)جدول التكالي  ليكن لدينا  (1مثال )

 من اليسار 14من  xتقترب     اليمينمن  14من  xتقترب 

18 17 16 15 14 13 12 11 10 x 

90 85 80 75  65 60 55 50 C(x) 

ماان  14ماان القيمااة  xسااواء اقترباات  70تساااوي   x=14عنااد  C(x)أن التكااالي   نسااتنتجيمكاان أن 
 .14من  xعندما تقترب  70تساوي  C(x)نعتبر أن نهاية ، وبالتالي اليمين أو من اليسار
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 المتتالية الحسابية 5-3

الاااذي يسااابقه الحاااد أنهاااا حساااابية إذا أمكااان اساااتنتاج أي حاااد مااان حااادودها مااان  nuنقاااول عااان متتالياااة 
ruuالشاااكل نكتبهاااا بو  ت.ب ضاااافة ثابااا n1n   حياااثr  ثابااات المتتالياااة الحساااابية ونساااميه أسااااس

 .nu المتتالية

nruuيكتاااااب الحاااااد العاااااام للمتتالياااااة الحساااااابية بالشاااااكل  0n  0حياااااثu الحاااااد الأول و r  أسااااااس
 المتتالية.

متتالية حسابية حدها  ، ...11، 8، 5، 2 الأعدادبيعات اليومية هي سلسلة من لتكن الم (1مثال )
2u0الأول    3وأساسهاr . 

متتالية حسابية حدها  ، ...6-، 4-، 2-، 0 الأعدادلتكن الخسائر اليومية هي سلسلة من  (2مثال )
0u0الأول   2ا وأساسهr . 

 

 غير محلولة تمارين

 ؟استنتج إن كانت حسابية أم لاو  الآتيةب حدود المتتاليات العددية اكت

   10
2

n
U

    3n5n2U

0n ;    n3
n

2
U

n

2
n

n







 

 :تيةاستنج الحد العام للمتتاليات الآ

0 ،-2 ،-4 ،-6 ،-8... ، 

10 ،10.5 ،11 ،11.5... ، 

-10 ،-5 ،0 ،5 ،10 ،15... ، 

 



   Dr. Talal ABOUD                                                          22                                     SPU- Maths for Business            

 ية الهندسيةالمتتال 5-4

الذي يسبقه بالضرب الحد أنها هندسية إذا أمكن استنتاج أي حد من حدودها من  nu نقول عن متتالية
q.uuلشكل ها بانكتب بثابت. n1n   حيث q  ثابت المتتالية الهندسية ونسميه أساس المتتاليةnu. 

nام للمتتالياااااة الهندساااااية بالشاااااكل يكتاااااب الحاااااد العااااا
n quu )(0 0حياااااثu الحاااااد الأول و q  أسااااااس

 المتتالية.

1u0متتالية هندسية حدها الأول  ، ...8، 4، 2، 1 متتالية الأعداد (1مثال )   2وأساسهاq . 

...,متتالية الأعداد  (2مثال )
54

1
,

18

1
,

6

1
,

2

1
  هي متتالية هندسية 

حدها الأول 
2

1
u0   وأساسها

3

1
q . 

 

 المتزايدة والمتتالية المتناقصة المتتالية 5-5
n1n  :أنها متزايدة إذا تحقق الشرط التالي nuنقول عن متتالية uu,Nn   

n1n :أنها متناقصة إذا تحقق الشرط التالي nuعن متتالية نقول uu,Nn   

  كل متتالية حسابية أساسها موجب تكون متزايدة. .1

 كل متتالية حسابية أساسها سالب تكون متناقصة. .2

  كل متتالية هندسية أساسها موجب وأكبر من الواحد تكون متزايدة. .3

 دسية أساسها موجب وأصغر من الواحد تكون متناقصة.كل متتالية هن .4

 كل متتالية هندسية أساسها سالب تكون غير متزايدة وغير متناقصة. .5

 

 نهاية متتالية 5-6

  إلى اللانهاية، أو إلى قيمة محددة مسبقا،. n سلوك المتتالية عندما تسعى دراسة هو

 إلى اللانهاية. n عندما تسعى nuتمثل نهاية المتتالية  lنقول أن القيمة 
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لنساااتخدم جااادول لحسااااب نهاياااة المتتالياااة   (1مثاااال )
1n

1n
un




  عنااادما تنتهااايn  1إلاااى القيماااة 

، من اليمين ومن اليسار بقفزات صغيرة n-1=0صيغة المتتالية غير معرفة من أجل باعتبار أن 
 جدا،:

 من اليسار 1من  nب تقتر     اليمينمن  1من  nتقترب 

1.04 1.03 1.02 1.01 1 0.99 0.98 0.97 0.96 n 

0.495 0.496 0.498 0.499 0.5 0.501 0.503 0.504 0.505 nU 

 

 

 :المتتالية ذات الحد العاملتكن  (2) مثال
n2

)1(
1u

n

n


 

 نحسب الحدود الأربعة الأولى:

8

9

8

1
1

42

)1(
1u4n

6

5

6

1
1

32

)1(
1u3n

4

5

4

1
1

22

)1(
1u2n

2

1

2

1
1

12

)1(
1u1n

4

4

3

3

2

2

1

1

























 

تسااتطيع أن تكااون قريبااة  nuتقتاارب ماان الواحااد وهااذا يعنااي أن nuفاا ن n دادت قيمااةنلاحااظ أنااه كلمااا از 
 كبيرة بقدر كا . n من الواحد شريطة أن تكون جدا، 

(1, 0.5) 

1n

1n
un
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 دراسااةف نااه يجااب  310عاادد صااغير جاادا، ولاايكن أقاال ماان lوالنهايااة  nuإذا أردنااا أن يكااون الفاارق بااين 
3 تيةالمتراجحة الآ

n 10lu   حيثl=1 في المثال السابق: 

500n
102

1
n

10
n2

1

n2

)1(

3

3
n













 

 والنهايااة nuيكااون الفاارق بااين الحااد  500 أكباار ماان n إن النتيجااة السااابقة تاادل علااى أنااه ماان أجاال كاال
 .310أصغر من المتوقعة 

 

 Npإلى اللانهاية إذا أمكن إيجاد عدد طبيعي  nعندما تسعى  lنقول عن متتالية أنها تسعى نحو 
 بحيث يتحقق ما يلي: وذلك من أجل كل عدد حقيقي 

  lu,pn,Np, n 

500nفي المثال السابق كانت   .500ك لذلp,1l,10 3  . 

 

برهن أن نهاية المتتالية  (3) مثال
1n2

1n3
un




  هي

2

3. 

 :310نفرض أن 

5.1250n10
)1n2(2

5

)1n2(2

5

)1n2(2

)1n2(32n6

2

3

1n2

1n3
lu

3

n



















 

1250pوبالتالي نستطيع أخذ   310من أجل، المتتالية هييعني أن نهاية  مما 
2

3 . 
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 نهاية بعض المتتاليات الشهيرة 5-7

















n
n

n

n
n

3
n

n
n

2
n

n
n

n

ulim,nu

ulim,nu

ulim,nu

ulim,nu

                    

0ulim,
n

1
u

0ulim,
n

1
u

0ulim,
n

1
u

0ulim,
n

1
u

n
n

n

n
n

3n

n
n

2n

n
n

n

















 

 

1a0   ;  0alim

1nlim

n

n

n

1

n







                
e)

n

1
1(lim

1a0   ;  0nalim

n

n

n

n









 

 

 العمليات على النهايات 5-8

nnبفرض أن      v,u  نهاية كل منهما كما يلي:متتاليتين و lulim n
n




lvlimو     n
n




 

 وبالتالي يمكن إجراء عمليات الجمع، الطرح، الضرب، والقسمة على النهايات كما يلي:   

ll)vu(lim

ll)vu(lim

nn
n

nn
n







                  
)0l(

l

l
)

v

u
(lim

l.l)v.u(lim

n

n

n

nn
n












 

8n4n3U(lim(المتتالية أوجد نهاية  (1مثال ) 2
n

1n



 

 :ى نهاياتهاعلات عملياليمكن النظر إلى هذل المتتالية كثلاث متتاليات وتطبيق 
)8(lim)n4(lim)n3(lim)8n4n3(lim

1n1n

2

1n

2

1n 
 

)8(lim)n(lim4)n(lim3)U(lim
1n1n

2

1n
n

1n 
 

7843)8(lim)1(lim4)1(lim3)U(lim
1n1n

2

1n
n

1n
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 تطبيقات  5-9

 : دور التكاليف الثابتة.(1تطبيق )

 قطعة يأخذ الشكل الآتي: xشنتاج  C(x)   الكليةتقدر إدارة أحد المصانع أن التكالي

C(x) = 7.5 x + 120.000 مقدرة بالليرات السورية 

 التكالي  المتغيرة. 7.5xالتكالي  الثابتة للمصنع، و الكمية  120000حيث تمثل الكمية 

 أي:هو التكالي  الكلية مقسومة على عدد القطع  A(x) كون وسطي تكلفة إنتاج القطعة الواحدةيو 

x

)x(C
)x(A       أو

x

120000x5.7
)x(A


 

التفسير  ما هوو  إلى اللانهاية.  xعندما تنتهي  A(x) وسطي تكلفة القطعة إيجاد نهاية :والمطلوب
 ؟الاقتصادي لهذل النتيجة

 الحل:

(:   A(x)نهاية وسطي التكلفة 
x

120000x5.7
(lim))x(A(lim

xx





 

( بتطبيق العمليات على النهايات:
x

120000
(lim)

x

x5.7
(lim))x(A(lim

xxx 
  

x(A(lim((5.705.7.                      7.5وبالتالي تساوي النهاية 
x




 

  يلاإلى كميات كبيرة جدا،، ف ن مساهمة التك x عدد القطع المنتجةالتفسير الاقتصادي: مع تزايد 
الصفر عندما تقترب  تقترب منل.س( تصبح مهملة و  120000الثابتة )مبلغ 

 7.5أي ) المتغيرة بالقطعة الواحدة  يلاتكالتأثير فقط ، ويبقى ∞ية من الكم
 ل.س( هو الحاسم في حساب التكالي  الكلية.

 

 : تكاليف التلوث.(2تطبيق )

والنسبة  إزالة تلوث النفط المتسرب في البحر من إحدى ناقلات النفطغالبا، ما يتم الموازنة بين تكالي  
 له الشكل الآتي: %x نسبةشزالة  C(x)ليكن تابع التكلفة ، لوثةالمئوية لتنظي  البقعة الم
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x100

x12
)x(C


   حيثx و مقدرة بالنسبة المئوية ،C(x) لليرات السوريةملايين اب 

 والمطلوب:

 من البقعة الملوثة؟  %25ما هي تكلفة تنظي   (1

 .x=90%وحتى  x=10%بدءا، من  %10ضع جدول يوضح تكالي  التنظي  لكل  (2

 رسم الخط البياني لتابع التكلفة. (3

وهل من الممكن تنظي  كامل  من اليسار؟أي  %100-إلى  xماذا يحصل عندما تسعى  (4
 من التلوث؟ %100البقعة أي 

 الحل:

4من البقعة:   %25( تكلفة تنظي  1
25100

)25(12
)x(C 


 

 :%90إلى  %10( جدول يبين النسبة المئوية للتنظي  مع التكالي  من 2
90 80 70 60 50 40 30 20 10 x % 

108 48 28 18 12 8 5.143 3 1.333 C(x) 

 كلما اقتربنا من تنظي  كامل المساحة الملوثة.التكالي  تزداد بشكل كبير جدا،  نلاحظ أن

: يمكن الاستناد إلى الجدول السابق لرسم الخط البياني، إذ أنه يحتوي على عدد ( الخط البياني3
 اط.مقبول من النق

 
، نلاحظ من الخط البياني أن التكالي  تسعى بسرعة إلى قيم كبيرة %100من  x( عندما تقترب 4

 ، ويمكن التأكد من ذلك بحساب نهاية متتالية التكالي :∞جدا، باتجال 
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 x100

x12
lim))x(C(lim
xx

 

 إزالة كامل التلوث مستحيل كون التكالي  تصبح لا نهائية. أنبمعنى 

 

 اليف الإدارة.تك (:3تطبيق )

، ف ن التكالي  الكلية %xتقدر إدارة الشركة أنه إذا تم استعمال نسبة مئوية من الطاقة اشنتاجية 
 مقدرة بآلا  الليرات تُعطى بالتابع الآتي: C(x)للعمليات اشدارية 

960x68x

320x636x8
)x(C

2

2




   حيثx .هي النسبة المئوية المستعملة من الطاقة اشنتاجية 

 ب:والمطلو 

 ( ؟x=0%إطلاقا، ) التشغيل( ما هي تكالي  عدم 1

 ( ؟x=100%( ما هي تكالي  استخدام كامل الطاقة اشنتاجية )2

وضع جدول يوضح التكالي  الكلية بدلالة النسبة المستخدمة من الطاقة اشنتاجية وذلك من ( 3
x=0%  إلىx=100%  10وبقفزات% . 

 ؟ لكليةارسم الخط البياني لتابع التكالي  ( 4

 الحل:

 ل.س، كما يلي: 333تساوي حوالي  x=0( تكالي  عدم التشغيل أي من أجل 1

333.0
960)0(68)0(

320)0(636)0(8
)0(C

2

2





 

 :ل.س 7179تساوي تقريبا،  x=100تكالي  التشغيل بالطاقة القصوى أي من أجل ( 2

179.7
960)100(68)100(

320)100(636)100(8
)100(C

2

2





 

 :%100إلى  %0 جدول يبين النسبة المئوية للتشغيل مع التكالي  الكلية من( 3
100 90 80 70 60 50 40 30 20 10 0 x % 

غير  7.098 7.179

 معرف

6.878 6.722 6.516 6.231 5.810 5.125 3.818 0.333 C(x) 
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يساوي  x2 - 68 x – 960، وذلك لأن المقدار x=80%غير قابلة للحساب عند نلاحظ أن التكالي  
من اليسار كون  هذل النقطة سواء من اليمين أو، ولا يمكن حساب النهاية عند x=80الصفر عندما 

 التابع غير مستمر عند هذل النقطة.

( الخط البياني للتابع: يمكن الاعتماد على الجدول السابق لرسم الخط البياني، وذلك بعد حذ  4
 بسبب عدم القدرة على حساب التكالي  عند هذل النقطة. x=80%النقطة 

 
 .7000يبدو أنها تترواح حول  x=80%تابع التكالي  عند نلاحظ من المخطط أن نهاية 

 

 غير محلولةتمارين  5-10

 :ية كل من المتتالياتأوجد نها    

n5

1n2
u

1n2u

n

1n
u

1n2n
2

3
u

2

n

2
n

2n

2
n











                           

1
n

1
u

1n

1n6
u

)
3

2
(u

1n

1n2
u

2n

2
n

n
n

3

2

n
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  التوابع العدديةالتوابع العددية  --66

 تعريف 6-1

  . ( ومستقرل Iنرمز لها  )ها أو مجموعة جزئية من  نطلقهم fكل تطبيقالتابع هو 

  شكلبالنرمز له 
)(    

:

xfyx

If



    حيث)(xfy  .تدعى قاعدة ربط التابع 

 من المستقر. عنصر yتمثل و  ،عنصر من المنطلق xتمثل 

 x ن أجاال كال عنصاارما  f مجموعااة القايم الحقيقيااة التاي يأخاذها التااابع fي للتاابع نادعو المساتقر الفعلاا
 .Y من المنطلق ونرمز لها بالرمز

1x2)x(f  التابع  (1مثال ) 2   منطلقه  ومستقرل.   مستقرل الفعلي  ,1. 

لتابع  ا  (2مثال )
2x

1x
)x(f


   منطلقه ومستقرل . 

 

 xوالتاي يأخاذ فيهاا المتحاول   وهي مجموعة جزئية من Iتمثل مجموعة المنطلق  مجموعة التعري :
 .fDنرمز لمجموعة التعري  بالرمز ،قيمه

)(1التابع   (3مثال ) 2  xxf معر  على . 

التابع   (4مثال )
1x

1x2
)x(f

2




  معر  على 1. 

1x)x(fالتابع   (5مثال ) 2   01معر  عندماx2 . 
                                ,11,x1x2 

التابع   (6مثال )
1x

x
)x(f

2 
  معر  على. 
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التابع   (7مثال )
1x

1x
)x(f




  01معر  عندماx . 

   ,1x1x 

x2sin()x(f(التابع  (8مثال )   معر  على  ومستقرل الفعلي 1,1. 

 

 المستقيمات المقاربة 6-2

xfy)(الخط البياني للتابع العددي  ليكن  والمرسوم في جملة متعامدة نظامياةoxy يوجاد ثلاثاة .
 .f أنواع من المقاربات  للخط البياني للتابع

  :الآتيإذا تحقق الشرط  oxستقيم مقارب يوازي م .1

a)x(flim
x




ayف ن المستقيم   aحيث     يدعى مستقيم مقارب يوازيox. 

 :تيالآإذا تحقق الشرط  oyمستقيم مقارب يوازي  .2

 


)x(flim
bx

bxف ن المستقيم   bحيث      يدعى مستقيم مقارب يوازيoy. 

 :الآتيمستقيم مقارب مائل إذا تحقق الشرط  .3




)x(flim
x

 . D ف نه توجد إمكانية وجود مستقيم مقارب مائل  

baxYض بفر    معادلة هذا المستقيم، نقول إنD  مستقيم مقارب مائل للخط البياني للتاابع
)x(f إذا كااان )x(Y)x(f   حيااث)x( تااابع يسااعى إلااى الصاافر عناادما تسااعى x 

 إلى اللانهاية.

 

ل عااام، نحاادد مجموعااة التعرياا  ونكتبهااا علااى شااكل مجااالات ثاام للبحااث عاان المسااتقيمات المقاربااة بشااك
 نبحث عن النهايات عند أطرا  المجالات.
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1المستقيمات المقاربة للتابع  (1مثال )
x1

1
)x(f 


 

0x1 مجموعة تعريفه من أجلتحدد     1أوx   وتصبح 1,D f  

x(flim(1أي 
x




1yوبالتالي     مستقيم مقارب يوازيox. 




)(lim
1

xf
x
1xوبالتالي     مستقيم مقارب يوازيoy. 

 

المستقيمات المقاربة للتابع  (2مثال )
2x

1x3
)x(f




 

02xمن أجل  مجموعة تعريفه    هي    ,22,D f 

3)x(flim
x




3yوبالتالي     مستقيم مقارب يوازيox. 




)x(flim
2x

2xوبالتالي    مستقيم مقارب يوازي oy. 

 

1xln()x(f(مات المقاربة للتابع يالمستق (3مثال )  

01xمجموعة تعريفه تحدد من أجل     هي  ,1D f 




)x(flim
1x

1xوبالتالي     مستقيم مقارب يوازيoy. 




)x(flim
x
 وبالتالي احتمال وجود مقارب مائل لا نبحث عنه إلا إذا طلب ذلك. 

 

xYبرهن أن المستقيم  (4مثال )  قيم مقارب مائل للتابعتهو مس xex)x(f  

Y)x(fنوجد الفرق  :xx exexY)x(f  

 يصبح  x(( وبالتالي ف ن التابع
0)x(lim

e)x(

x

x









 

 .إلى   x عندما تسعى x(f(مقارب مائل للتابع   y = x المستقيم إذا، 
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 الحد الأعلى والحد الأدنى لتابع 6-3

 قيمه )مستقرل الفعلي(.الحد الأعلى لتابع )إن وجد( هو العنصر الأكبر الأصغري على مجموعة 

M حد أعلى للتابع f(x)   MxfDx f  )(, 

 الحد الأدنى لتابع )إن وجد( هو العنصر الأصغر الأعظمي على مجموعة قيمه )مستقرل الفعلي(.

m  حد أدنى للتابعf(x)   mxfDx f  )(, 

 ع أنه محدود من الأعلى إذا كان له حد أعلى.نقول عن تاب

 نقول عن تابع أنه محدود من الأدنى إذا كان له حد أدنى.

 نقول عن تابع أنه محدود فقط إذا كان له حد أعلى وحد أدنى.

 

ما هي حدود التابع إن وجدت   (1مثال )
2

1
xsin2)x(f  

2

5

2

1
xsin2

2

3

2xsin22

1xsin1

x









 

حد أعلى له   f(x)وبالتالي ف ن 
2

وله حد أدنى  5
2

3
. 

 

xsin32)x(fما هي حدود التابع إن وجدت   (2مثال ) 2 

5xsin322

3xsin30

1xsin0

x

2

2

2









 

 .2 وله حد أدنى 5 له حد أعلى  f(x)وبالتالي ف ن 
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1x4x)x(f  إن وجدت حدود التابع ما هي (3مثال ) 2  

cbxax)x(fإن كل تابع صحيح من الدرجة الثانية من الشكل 2  :يمثل بقطع مكافئ 

  0إذا كااااانa   فاااا ن تقعاااارل يكااااون نحااااو الأعلااااى ويكااااون لااااه حااااد أدنااااى تمثاااال ذروة القطااااع
 المكافئ.

  0إذا كااااانa   تمثاااال ذروة القطااااع فاااا ن تقعاااارل يكااااون نحااااو الأدنااااى ويكااااون لااااه حااااد أعلااااى
 المكافئ.

وبالتاااالي تكتاااب مرباااع كامااال. إلاااى  xf)( شيجااااد حااادل الأعلاااى أو حااادل الأدناااى ناااتمم عباااارة التاااابع
 بالشكل:

3)2x()x(f

144x4x)x(f

2

2



 

 . 3-التابع السابق يمثل بقطع مكافئ تقعرل نحو الأعلى وحدل الأدنى هو أي أن 

 

 :تقيمات المقاربة للتوابع الآتيةعن المسابحث  ،غير محلولةتمارين 

x

1x
)x(f

4x

1x2
)x(f

2 







                               
1e)x(f

x

xln
)x(f

x 





 

1xsin2)x(f

2xcos)x(f

2 


                   

1xx2)x(f

3xx)x(f

2

2



 

 

 دراسة تحولات التوابع العددية 6-4

تابع حقيقي  fليكن
)x(fyx

D:f f



 

 :الآتيانإذا تحقق الشرطان   0x أنه مستمر عند النقطة f نقول عن
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f0   -أ Dx  
x(f)x(flim(   -ب 0

xx 0




 

 

1x2)x(fهل التابع   (1مثال ) 2   1مستمر عند النقطةx0  ؟ 

إن  f0 D1x 

)1(f1)1x2(lim 2

1x



 

1x0وبالتالي التابع مستمر عند النقطة  . 

 

   هل التابع  (2مثال )
0x1x

0xx2)x(f 2



   0مستمر عند النقطةx0  ؟ 

إن  f0 D0x 

 

  002)0(f

110)x(flim

002)x(flim

2

0x

2

0x















 

x(flim)x(flim(نلاحظ أن 

0x0x



 

0x0وبالتالي التابع غير مستمر عند النقطة . 

 

   هل التابع  (3مثال )
1xx5

1x3x2)x(f



   1مستمر عند النقطةx0  ؟ 

إن  f0 D1x 
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5312)1(f

515)x(flim

5312)x(flim

0x

0x















 

x(flim)x(flim(f)1(نلاحظ أن 

1x1x





 

1x0 النقطة وبالتالي التابع مستمر عند . 

 

هل التابع  (4مثال )
1x2

1x
)x(f

2




  مستمر عند النقطة

2

1
x0  ؟ 

إن مجموعة تعري  التابع هي :
















 ,

2

1

2

1
,D f 

fDإن القيمة 
2

1
  وبالتالي التابع غير مستمر عند النقطة

2

1
x0 . 

 

 تعريف اشتقاق تابع 6-5

 تابع حقيقي f ليكن
)x(fyx

D:f f



 

 :إذا تحقق الشرطان الآتيان  0xه قابل للاشتقاق عند النقطةأن f نقول عن
fDx   -أ 0 

 موجودة   -ب         
0

0

xx xx

)x(f)x(f
lim

0 




 

x(f(. ونرمز لها بالرمز0x السابقة قيمة التابع المشتق عند النقطة نسمي النهاية 0
. 

fوبالتالي نستطيع أن نعر  ما نسميه التابع المشتق  :وذلك على النحو التالي 

)x(fx

DD:f ff
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أو  0x أو علاى مجاال فهاو مساتمر عناد النقطاة 0x قابل للاشاتقاق عناد النقطاة fملاحظة: كل تابع 
 أما العكس غير صحيح. على هذا المجال،

 

1x2)x(f برهن أن التابع  (1مثال ) 2   0قابل للاشتقاق عند النقطةx0 . 

 .هو تابع صحيح فهو معر  ومستمر على إن هذا التابع 
 f0 D0x  

  





0x2lim

x

x2
lim

0x

)1(1x2
lim

0x

2

0x

2

0x
 

0x0وبالتالي ف ن التابع  قابل للاشتقاق عند  . 

 

هاااااال التااااااابع   (2مثااااااال )
2x

1x
)x(f

2




  1قاباااااال للاشااااااتقاق عنااااااد النقطااااااةx0   وعنااااااد النقطااااااة

2x0 ؟ 

 إن مجموعة تعري  التابع هي    ,22,D f 

f0 D2x   2التابع غير قابل للاشتقاق عندx0 . 

f0 D1x  















1

x

x
lim

)2x)(1x(

1x
lim

1x

0
2x

1x

lim
2

2

1x

2

1x

2

1x
 

1x0لاشتقاق عند النقطةوبالتالي التابع قابل ل . 

 

 العمليات على المشتقات

gfلااايكن  gfتاااابعين حقيقياااين ولااايكن  , , عملياااات ، ف ناااه يمكااان إجاااراء مشاااتقي التاااابعين الساااابقين
 :كما يلي على المشتقاتالجمع، الطرح، الضرب، والقسمة 
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)0g(
g

fggf
)

g

f
(

fggf)g.f(

gf)gf(

gf)gf(

2











 

 مشتقات التوابع الأساسية

x(fK)x(f(0التابع الثابت   

 مثال:
0)x(f0)x(f

0)x(f5.1)x(f



 

 

لتابع الصحيح من الدرجة الأولىا
a)x(fbax)x(f

a)x(fax)x(f

1)x(fx)x(f







 

 مثال:
3)x(fx3)x(f

2)x(f1x2)x(f



 

 

التابع الصحيح من الدرجة الثانية  
bax2)x(fbxax)x(f

ax2)x(fax)x(f

x2)x(fx)x(f

2

2

2







 

 مثال:
3x4)x(f5x3x2)x(f

x4)x(f1x2)x(f

2

2



 

 

n  :1nn التابع الصحيح من الدرجة nx)x(fx)x(f  

45 مثال: x15)x(f1x3)x(f  
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 تابع الجذر التربيعي:

)x(h2

)x(h
)x(f)x(h)x(f

bax2

a
)x(fbax)x(f

ax2

a
)x(fax)x(f

x2

1
)x(fx)x(f











 

مثال:  
1xx32

1x6
)x(f1xx3)x(f

2

2




 

 

 :مشتقات كل من التوابع أمثلة،

1x3)x(l

x2

1x3
)x(h

1xx2x3)x(g

1x2)x(f

23

2










     :هي     

1x32

3
)x(l

x2

1

x4

2

)x2(

)1x3(2)x2(3
)x(h

1x4x9)x(g

x4)x(f

222

2













 

 

 ، والنهاياتزايد وتناقص تابعت 6-6

 اق على مجال ما من مجموعة تعريفه:تابع مستمر وقابل للاشتق xf)(ليكن 

xf)(( علاى هاذا المجاال إذا كاان)متزاياد تماماا،  أنه متزاياد xf)( نقول عن   ،( تماماا،  )موجباا،  موجباا
 على هذا المجال.

xf)(( على هذا المجال إذا كان)متناقص تماما،  أنه متناقص xf)(ول عننق   ،( تماما،  )سالبا،  سالبا
 على هذا المجال.

 القيم الموضعية )النهايات الحدية( لتابع

 ريفه.مجموعة تعمن تابع مستمر وقابل للاشتقاق على مجال ما  xf)(ليكن 



   Dr. Talal ABOUD                                                          40                                     SPU- Maths for Business            

x(f(0من هذل المجال إذا كان  0xقيمة موضعية عند النقطة f)x(نقول أن للتابع 0 . 

x(f(نقااول عاان القيمااة الموضااعية أنهااا عظمااى إذا غياار    إشااارته ماان الموجبااة إلااى السااالبة عنااد
 .0xالنقطة 

x(f(أنهااا صااغرى إذا غياار نقااول عاان القيمااة الموضااعية    إشااارته ماان السااالبة إلااى الموجبااة عنااد
 .0xالنقطة 

 

 دراسة تحولات تابع عددي ورسم خطه البياني 6-7

 :الآتيةنتبع الخطوات 

 نحدد مجموعة تعريفه ونكتبها على شكل مجالات. .1

ات التاااابع عناااد أطااارا  المجاااالات ونحااادد المساااتقيمات المقارباااة الموازياااة للمحاااورين نوجاااد نهايااا .2
oxoy,. 

نوجااد مشااتق التااابع ونحاادد مجموعااة تعريفااه ثاام ناادرس إشااارته لتحديااد مجااالات تزايااد وتناااقص  .3
 التابع.

الأعلااى  ناانظم جاادول بالنتااائج السااابقة ياادعى جاادول تحااولات التااابع. نحاادد ماان خلالااه الحاادين .4
 (. تالصغرى )إن وجدوجدا( والقيم الموضعية العظمى و  والأدنى )إن

 .,oxoyإيجاد بعض النقاط المساعدة مثل نقاط التقاطع مع المحورين  .5

 رسم الخط البياني للتابع. .6

 .ةلدرجة الأولى ومن الدرجة الثانيالتوابع الصحيحة من ا ةدراسالمقرر الحالي على نقتصر في 
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 تطبيقات  6-8

 

  : الكمية المثلى للإنتاج.(1تطبيق )

يُصابح تاابع للكمياة أو  P)بمئاات القطاع(، فا ن الساعر  xيُقدر أحاد المنتجاين أناه إذا أناتج كمياات كبيارة 
. ويرغاب المناتج طبعاا، بتعظايم إيراداتاه، فماا هاي الكمياة  P = 60 – xالطلاب ويُعطاى بالشاكل الآتاي: 

   إيراداته أكبر ما يمكن؟التي تجعل المثلى 

 الحل:

 نتبع الخطوات التقليدية لدراسة تابع اشيرادات والبحث عن القيمة أو النهاية العظمى لهذا التابع.

   xالكمية  * pالسعر =  R(x)اشيرادات 

 P = 60 – xالسعر هو تابع للكمية أي متغير وليس ثابتا،: 

 وهو تابع من الدرجة الثانية    - R(x)  =x) –x (60   =+ 60 x 2xإذا،، اشيرادات 

  R(x) = - x2 + 60 xالتابع المطلوب إيجاد نهايته العظمى إذا، هو:  

تمثل عدد القطع المنتجة فلا يمكن إلا أن تكون موجبة، وبالتالي  xحيث أن مجموعة التعري : ( 1)
 . [∞+ ,0]التابع معر  على جميع القيم الموجبة 

 عند أطرا  مجال التعري : النهايات الحدية( 2)

  = R(x)-(0)2 0 = (0) 60 +يأخذ القيمة   x=0عند الحد الأصغر أي الصفر 

   ∞-إلى  ف ن اشيرادات تنتهي إلى  xعندما تنتهي 

  R’(x) = -2 x + 60 المشتق الأول للتابع: ( 3)

   R’(x) = 0: الأول نعدم المشتقشيجاد النهاية، 

  x = 60/2 = 30تالي وبال  x + 60 = 0 2-أي  

  = R (x)-(30)2 900 = (30) 60 +نجد اشيرادات تساوي    x=30من أجل 

 هي نهاية للتابع، علينا التأكد أنها نهاية عظمى. (900 ,30)إذا، تبدو النقطة 
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 نضع جدول التحولات:( 4)

 x الكمية 0 30 ∞ +
 R’(x)المشتق  +  +  +  موجب 0 سالب  -  -  -

 R(x)التابع  0متزايد              900 متناقص             ∞ -

ثم يتناقص اعتبارا، من هذل النقطة، ف ن  x=30حتى نقطة النهاية  0طالما أن التابع يتزايد من 
 النهاية عظمى. وللتأكد يمكن حساب المشتق الثاني، ورسم الخط البياني للتابع.

وهو سالب دوما، أي التقعر نحو العينات السالبة   R’’(x) = -2المشتق الثاني لتابع اشيرادات:  
 أي أن النهاية عظمى.

 ( بعض النقاط المساعدة 5)

 : x=0نقطة التقاطع مع محور العينات أي من أجل  

 وهي مركزالمحاور ,0) (0 الأولى لنقطةا،   = R(x) :+ 60 (0) = 0  2(0)-R(x)نجد قيمة       

 :x، نسحب قيم R(x)=0ط التقاطع مع محور السينات أي انق

+ 60 x = 0 2x -R(x) =    :يمكن كتابته على شكل جداءx + 60) = 0-x(  أن  وبالتالي نجد
 x = 60و    x=0  :التابع يتقاطع مع محور السينات في نقطتين هما

 وهي نفس النقطة الأولى التي حصلنا عليها أعلال، (0 ,0)النقطة الثانية 

   (0 ,60)النقطة الثالثة 

 الخط البياني للتابع( 6)

بالاستعانة بالنقاط المحسوبة أعلال، وبجدول تحولات التابع، يمكن رسم الخط البياني للتابع ويأخذ 
  الشكل الآتي:
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عدد القطع المنتجة يساوي عندما يكون  900وبالنتيجة، ف ن اشيرادات تصل الحد الأقصى لتبلغ 
 قطعة، وهي الكمية الواجب إنتاجها.  30

 

 

 (: توازن سلعة يي السوق.2تطبيق )

، وبأن  p=S(x)من مادة ما عندما يكون السعر  xكمية  يعرضتشير دراسات السوق إلى أن المنتج 
تابعي الطلب والعرض ، حيث يُعطى P=D(x)نفس الكمية ستطلب من المستهلك عندما يكون السعر 

 كما يلي:

 2S(x) = x 14 +  ابع العرض:ت               x-D(x) = 174 6تابع الطلب:   

 والمطلوب:

 معرفة الكمية والسعر عن عندما يتوازن السوق؟ (1

 رسم الخطوط البيانية للعرض والطلب على نفس جملة اشحداثيات، والتعليق عليه. (2

 الحل:

  S(x) = D(x)أي  ( يتوازن سوق المادة عندما يكون العرض يساوي الطلب1

 يراداتالإتابع 

R(x) = -x2 + 60 x 

 النهاية العظمى

(30, 900) 

 الإيرادات

R(x) 

 xعددالقطع 
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  x-174     =+ 14 2x 6أي:  

   x  2x 6 +-0 = 160هذل المعادلة بشكل نظامي فتصبح:   نكتب

  x = 10و     x = -16وبالتالي فجذور المعادلة تكون:     0 = (x+6) (x-10)أو بالشكل:  

 x = 10هي كمية من واحدات اشنتاج فهي قيمة موجبة، أي أن الحل المقبول هو  xوحيث أن 
 لأنه سالب.  x = -16ونرفض الحل 

 هي كمية اشنتاج التي تساوي العرض بالطلب ندعوها كمية التوازن،  x = 10إذا،، 

بالتبديل في أي من معادلتي العرض أو  عند هذل الكمية )ندعول سعر التوازن( وبالتالي يكون السعر
 . P = D(10) = 174 – 6 (10) = 114الطلب:  

 : ( رسم الخطوط البيانية2 

 
 

 :نلاحظ من الخطوط البيانية 

 114ل.س، والكمية تساوي 10توازن بين العرض والطلب يتم عندما يكون السعر يساوي ال -أ
 واحدة،

نقطة تقاطع تابع العرض مع  أيل.س  14المنتج لن يعرض أية كمية بسعر أقل من أن  -ب
 ،x=0محور العينات 

 ل.س، 29السعر  يتجاوزأن الطلب سيصبح صفر أي لا أحد سيشتري السلعة عندما  -ت
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10x0 من أجل كمية  -ث   ف ن هناك نقص في عرض السلعة، كما يبين الشكل أن
 كمية العرض أقل من كمية الطلب،

29x10من أجل  -ج   ف ن هناك فائض في عرض السلعة، كما يبين الشكل أن كمية
 من كمية الطلب. العرض أكبر

 

 
 غير محلولةتمارين  6-9

 :ادرس تحولات التوابع
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